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V tej nalogi je obravnavan 2D nestacionarni problem prenosa toplote z uporabo me-
tode končnih elementov. Cilj obravnave je določiti na kakšen način ABAQUS rešuje
probleme tega tipa. Dobljeni rezultati kažejo, da ABAQUS uporablja Gaussovo integra-
cijsko formulo za izračun integralov, kapacitivnostno matriko pa integrira v vozlǐsčnih
točkah. Za obravnavo konvekcije uporablja povprečno vozlǐsčno vrednost temperatur,






Finite Element Analysis of 2D Transient Heat Transfer
Aljaž Kolenc





This thesis considers a 2D transient heat transfer problem using finite element analysis.
The goal of this consideration is to determine the methods that ABAQUS uses to
solve the aforementioned types of problems. The results indicate that ABAQUS uses
Gaussian quadrature to calculate the governing integrals. Integration of capacitance
matrix is performed at element nodes. In order to calculate convective heat flux the
value of average node temperatures is used while the calculation of radiation heat flux
is performed using functional approximation with integration at node points.
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2.2.1 Izpeljava šibke oblike integralske formulacije . . . . . . . . . . . 8
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Modeli, ki opisujejo obnašanje realnih tehničnih sistemov in procesov so vedno komple-
ksni in pogosto nelinearni. Zaradi tega analitični pristopi k reševanju v večini primerov
niso primerni, saj z uporabo teh pristopov rešitve enostavno niso dosegljive.
V takih primerih se zatečemo k numeričnim metodam reševanja, s katerimi lahko ome-
njene probleme razrešimo z veliko stopnjo natančnosti.
Na trgu je prisotno veliko število programskih orodij, ki reševanje teh problemov
olaǰsajo. Kljub temu smotrno uporabo teh programov zagotavlja le razumevanje me-
tod in postopkov, ki jih ta programska orodja uporabljajo. Cilj te naloge je pridobiti
vpogled v delovanje enega izmed teh programov - v programsko okolje ABAQUS.
1.2 Definicija problema
V okviru naloge obravnavamo primer rebra, s katerim želimo dobiti vpogled v dogajanje
pri 3D tiskanju kovin. Dimenzije problema so vidne na sliki 1.1. Snovne lastnosti od
katerih je odvisen rezultat so: gostota ρ = 7800 kgm−3, specifična toplota c = 600
Jkg−1K−1 in toplotna prevodnost k = 50 Wm−1K −1. Sistem opazujemo 5 minut.
Na skici so definirani tako začetni kot tudi robni pogoji. Kot robni pogoj upoštevamo
naravno konvekcijo in sevanje, ki sta prisotna na površinah, ki so označene s črto -
piko - piko. Temperatura fluida je enaka 20 ◦C, koeficient toplotne prestopnosti pa je
enak hf = 40 Wm
−2K−1. Za sevanje upoštevamo emisivnost ε = 1 in temperaturo
okolǐskih površin Tr = 20
◦C. Na spodnjem robu je predpisana temperatura Trob = 20
◦C, začetni pogoj na zgornjem delu je enak Tzac,zg = 1500
◦C, na preostalem delu rebra
pa Tzac = 20




Slika 1.1: Skica problema
1.3 Cilji naloge
Cilj te naloge je po literaturi povzeti model za obravnavo zgoraj definiranega pro-
blema, na osnovi tega modela napisati lastno kodo v programu Wolfram Mathematica
in dobljene rezultate primerjati s tistimi, ki jih ob obravnavi enakega problema vrne
program ABAQUS.
Primerjava rezultatov bo služila kot osnova za določanje postopkov s katerimi ABAQUS
rešuje probleme tega tipa.
1.3.1 Hipoteze
Na osnovi pregleda literature ( [1], [2] in [3]) postavimo dve hipotezi o delovanju pro-
grama ABAQUS, pravilnost katerih bomo vrednotili na osnovi primerjave rezultatov.
– Program ABAQUS za aproksimacijo temperature po robu končnega elementa (KE)
uporablja funkcijsko aproksimacijo. Na osnovi le-te aproksimira konvektivni in se-
valni toplotni tok.
– Program ABAQUS za izvrednotenje integralov uporablja Gaussovo integracijsko for-
mulo, pri čemer izračun integrala pretvori v izračun vrednosti podintegralske funkcije
v preddefiniranih diskretnih točkah. Te točke so Gaussove integracijske točke.
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2 Teoretične osnove in pregled lite-
rature
2.1 Vodilna enačba prevoda toplote
Vodilna enačba prevoda toplote je parabolična parcialna diferencialna enačba, ki opi-
suje, kako se v trdnini spreminja porazdelitev temperature s časom zaradi spontanega
toka toplote z mest z vǐsjo temperaturo na mesta z nižjo [2].
Porazdelitev temperature po obravnavanem območju je zato v splošnem funkcija pro-
storskih koordinat, kot tudi časa. Iz tega razloga v splošnem govorimo o nestacionar-
nem problemu, ki ob pogoju ∂T
∂t
→ 0 preide v stacionarnega.
2.1.1 Izpeljava vodilne enačbe
Obravnavano je območje Ω, prikazano na sliki 2.1. Da bi prǐsli do zakona, ki popisuje
spreminjanje termičnega stanja na tem območju, iz tega območja izrežemo infinitezi-
malni volumski delec in nad njim uporabimo prvi glavni zakon termodinamike.
Slika 2.1: Območje Ω [2]
Sprememba notranje energije dU opazovanega delca dV je tako enaka vsoti volumsko
generirane toplote dQv in toplote dQA, ki je prešla preko mej opazovanega delca.
dU = dQA + dQv (2.1)
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Sprememba notranje energije oziroma akumulirana notranja energija dU se izkazuje
kot sprememba temperaturnega stanja dT . Je funkcija snovnih lastnosti opazovanga
območja: gostote ρ in specifične toplote c.
dU = dmc dT = ρc dT dV (2.2)
Toploto Qv, ki se generira v delcu v časovnem intervalu dt, zapǐsemo s spodnjo enačbo.
dQv = qv dV dt (2.3)
Pri tem je s qv definirano prostorsko porazdeljeno polje toplotnih izvorov.
Toploto dQA, ki se v časovnem intervalu dt zaradi prevoda akumulira preko ploskev
delca, zapǐsemo z enačbo (2.4).
dQA = dQx + dQy + dQz (2.4)
Slika 2.2: Toplota, ki prehaja preko mej dV [2]
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)) dV dt+ qv dV dt = ρc dT dV (2.10)






















2.1.2 O vodilni enačbi za 2D območje
















Problem je v celoti definiran le, če so definirani tudi začetni in robni pogoji.
Začetni pogoj, ki definira vrednost temperature po celotnem območju ob času t = 0,
lahko zapǐsemo s spodnjo enačbo.
T (x,y,z,0) = T0(x,y,z) (2.14)
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Ograjo, ki obravnavano območje omejuje, zato razdelimo na dva dela; ΓT in Γq. Slika
2.3 to delitev prikazuje.
Slika 2.3: Delitev ograje na ΓT in Γq [3]
Robni pogoj, ki definira vrednost temperature na robu obravnavanega območja ΓT , je
zapisan s spodnjo enačbo.
T (x,y,z,t) = TΓ(x,y,z,t) (2.15)
Drugi tip robnega pogoja, ki definira vrednost toplotnega toka na delu robnega območja





Obliko iskane rešitve prikazuje enačba (2.17).
T = T (x,y,z,t) (2.17)
2.1.2.1 Primarne in sekundarne spremenljivke
Enačba (2.12) omogoča določitev prostorsko in časovno odvisne porazdelitve tempe-
rature po mediju. Določitev le-te omogoča izračun preostalih, za analizo problema
pomembnih parametrov (npr. toplotnega toka). Zato temperaturo smatramo za pri-
marno spremenljivko problema, toplotni tok pa za sekundarno.
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2.1.2.2 Fourierjev zakon











Robni pogoji so definirani z znanimi vrednostmi primarne ali sekundarne spremenljivke
v vseh robnih točkah območja. Primarna in sekundarna spremenljivka sta iz vidika
robnih pogojev vselej konjugirani veličini. To pomeni, da je ena od njiju znana, druga
pa neznana.
Robni pogoj nad primarno spremenljivko je definiran z enačbo (2.15).
Robni pogoj nad sekundarno spremenljivko se lahko izraža kot vsiljeni tok znane jakosti
- enačba (2.17), lahko pa tudi kot konvektivni toplotni tok ali sevalni toplotni tok.
V primeru, da je predpisani toplotni tok posledica obtekanja fluida s temperaturo Tf




= −hf (Tf − T ) (2.20)
Če pa je predpisan sevalni toplotni tok oddaljenega telesa s temperaturo Tr ter emi-




= −σε(T 4r − T 4) (2.21)
2.1.2.4 Pogoji konsistentnosti prehoda
Pogoji konsistentnosti prehoda nam definirajo obnašanje primarne in sekundarne spre-
menljivke na kontaktu med dvema telesoma ali na prehodu med dvema podobmočjema.
Pogoje konsistentnosti prehoda nad primarno spremenljivko zapǐsemo z enačbo (2.22),
kjer sta z 1 in 2 označeni območji v stiku.
T1(x,y,z,t) = T2(x,y,z,t) (2.22)
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Pogoj konsistentnega prehoda nad primarno spremenljivko je izpolnjen, tako da v vsa-
kem vozlǐsču, ki si jih deli več KE, definiramo samo 1 neznanko.
Pogoj konsistentnosti prehoda nad sekundarno spremenljivko je definiran z enačbo








Vrednosti sekundarne spremenljivke na meji med posameznimi KE ne računamo, saj
je ekvivalentni vozlǐsčni tok na vseh vozlǐsčih skupne površine enak 0. Z drugimi
besedami: skozi skupno površino se hkrati odvede in dovede enaka količina toplote.
2.2 Metoda končnih elementov
2.2.1 Izpeljava šibke oblike integralske formulacije
V okviru te naloge obravnavamo 2D nestacionarni problem prevoda toplote, zato lahko








Da bi izpeljali šibko obliko integralske formulacije, uporabimo poljubno funkcijo v(x,y).
Z omenjeno funkcijo vodilno enačbo pomnožimo in jo integriramo po celotnem 2D
območju Ω.



















































;xi = x,y (2.27)
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Na tem mestu uporabimo Greenov teorem, s katerim prevedemo integral po površini
2D območja na integral po ograji, ki območje omejuje.
∫︂∫︂
Ω
∇⃗(v[D]∇⃗T ) dΩ =
∫︂
Γ
v[D]∇⃗T n⃗ dΓ (2.29)
Upoštevamo še Fourierjev zakon, zapisan z enačbo (2.18) in dobimo spodnji izraz.
∫︂
Γ
v[D]∇⃗T n⃗ dΓ = −
∫︂
Γ
q⃗ · n⃗v dΓ (2.30)
















Šibka oblika integralske formulacije bo v nadaljevanju uporabljena kot izhodǐsče za
izpeljavo metode končnih elementov.
2.2.2 O metodi končnih elementov
Metoda končnih elementov je aproksimativna metoda reševanja, ki temelji na funkcij-
skem pristopu.
To pomeni, da za dvodimenzionalne nestacionarne probleme velja spodnji izraz.
T (x,y,t) ≈ Tapr(x,y,t) (2.32)
Pri čemer je:
Tapr(x,y) = f(x,y,t,ci); i = 0, 1,...,N. (2.33)
Vidimo, da je natačnost aproksimacije rešitve odvisna od števila parametrov ci. Zah-
tevamo tudi, da aproksimativna rešitev izpolnjuje pogoj, da ob N → ∞ sovpade z
eksaktno rešitvijo.
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Metoda končnih elementov ima v splošnem več prednosti pred drugimi, konkurenčnimi
metodami, ki jih je moč uporabiti za reševanje enakih problemov. Uporabljena integral-
ska formulacija omogoča izpolnjevanje diferencialne enačbe na celotnem obravnavanem
območju in ne samo v diskretnih točkah območja, kot npr. pri metodi končnih razlik.
Lastnost, ki jo odlikuje nad drugimi metodami, je sposobnost eksaktnega izpolnjeva-
nja robnih pogojev tako nad primarno kot tudi nad sekundarno spremenljivko. Za
razliko od metode končnih razlik, kjer lahko eksaktno izpolnemo samo pogoje nad pri-
marno spremenljivko ali metodo končnih volumnov, kjer lahko robne pogoje eksaktno
izpolnemo samo nad sekundarno spremenljivko.
2.2.2.1 Galerkinov pristop
Če kot poljubne funkcije v uporabimo kar funkcije ψ (tj. uporabimo Galerkinovo me-
todo) dobljeni končni sistem enačb izkazuje dve lastnosti, ki bistveno olaǰsata reševanje.
Sistem izkazuje simetričnost in pasovnost.
Simetričnost preko glavne diagonale nam omogoči prihraniti prostor pri zapisu sistema
enačb v računalnǐski spomin, medtem ko pasovnost ob uporabi ustrezne numerične
metode (npr. metode Cholesky) bistveno zmanǰsa čas reševanja sistema enačb.
2.2.3 Izpeljava enačbe končnega elementa






j (x,y) = [ψ
e]{T e} (2.34)













2/∂x · · · ∂ψen/∂x
∂ψe1/∂y ∂ψ
e





⎫⎪⎬⎪⎭ = [Be]{T e}
(2.35)
Povezavo med globalnimi in lokalnimi vrednostmi temperature, ki so lastne vsakemu
KE zapǐsemo s pomočjo matrike [Le].
{T e} = [Le]{T} (2.36)
Uporabimo Galerkinov pristop in zato enake funkcije ψe, s katerimi smo aproksimirali







e]{V e} = {V e}T [ψe]T (2.37)
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Da dobimo gradient poljubnih funkcij ve, uporabimo analogen postopek kot za določitev




∇ve}T = {V e}T [Be]T (2.38)
Zapǐsemo lahko tudi povezavo med {V e} in {V }.
{V e} = [Le]{V } (2.39)
2.2.3.1 Časovna aproksimacija
Eksaktna rešitev problema je zvezna funkcija prostorskih koordinat in časa. Če želimo
obravnavani problem uspešno rešiti, je potrebna diskretizacija v prostoru in času. Od
načina in intenzivnosti diskretizacije zavisi natančnost rešitve.
Persson [4] je zapisal, da lahko, ker je aproksimacija v času skalarna, časovno apro-
ksimacijo za 1D probleme razširimo na več dimenzij. Uporabimo enak način časovne
aproksimacije, kot je uporabljen v [2]. Časovno diskretizacijo dosežemo tako, da časovni
odvod temperature zapǐsemo s pomočjo diferenčne sheme za prvi odvod funkcije.
∂T (x,y,t)
∂t
≈ T (x,y,tk+1)− T (x,y,tk)
∆t
(2.40)


















T (x,y,tk+1)− T (x,y,tk)
∆t
v dΩ (2.41)
Koeficient β, ki nastopa v zgornji enačbi, služi kot orodje za določitev časovnega tre-
nutka, v katerem želimo izpolniti diferencialno enačbo. Velja 0 ≤ β ≤ 1.
Diskretne vrednosti temperature, toplotnega toka in volumsko generirane toplote, ki
nastopajo v trenutku tk+β, zapǐsemo kot linearno interpolacijo med trenutkoma tk in
tk+1.
T (x,y,tk+β) = T (x,y,tk)(1− β) + T (x,y,tk+1)β (2.42)
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qv(x,y,tk+β) = qv(x,y,tk)(1− β) + qv(x,y,tk+1)β (2.43)
q(x,y,tk+β) = q(x,y,tk)(1− β) + q(x,y,tk+1)β (2.44)
Glede na izbiro koeficienta β ločimo več različnih metod, ki jih lahko uporabimo za
razrešitev zgornjega problema. Najpogosteje uporabljene so: eksplicitna (β = 0),
implicitna (β = 1) in Crank-Nicolsonova metoda (β = 0.5).
V primeru eksplicitne metode oz. metode diferenčnega koraka naprej diferencialno
enačbo izpolnjujemo v časovnem trenutku tk. Uporaba te metode vrne sistem linearnih
enačb, reševanju katerega se je moč izogniti z diagonalizacijo kapacitivnostne matrike.
Za to metodo velja tudi, da je pogojno stabilna, saj je velikost časovnega koraka navzgor
omejena s snovnimi lastnostmi in velikostjo najmanǰsega KE.
Če uporabimo koeficient β = 1, govorimo o implicitni metodi oz. metodi diferenčnega
koraka nazaj. V tem primeru diferencialno enačbo izpolnjujemo v časovem koraku tk+1.
Metoda zato vrne sistem linearnih enačb, ki ga moramo razrešiti. Zato je ta metoda
časovno bolj potratna od eksplicitne. Čas izračuna ene iteracije je v primeru uporabe
implicitne metode vsaj še enkrat dalǰsi kot ob uporabi eksplicitne [5]. Njena glavna
prednost glede na eksplicitno je brezpogojna stabilnost. Kljub temupa seveda manǰsi
časovni korak pomeni bolj natančno rešitev [2].
V primeru izbora β = 0,5 diferencialno enačbo izpolnjujemo v časovnem koraku tk+0,5,
metodo pa imenujemo Crank-Nicolsonova metoda. Za to metodo velja, da je tako
kot implicitna brezpogojno stabilna, hkrati pa z njeno uporabo dobimo najbolj točne
rezultate v primeru temperaturno odvisnih snovnih lastnosti.
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2.2.3.2 Prostorska diskretizacija
Obravnavano območje razdelimo na Ne končnih delov.
Slika 2.4: Diskretizacija območja [3]
Povezavo med celotnim obravnavanim območjem in diskretiziranim območjem zapǐsemo













































T e(tk+1)− T e(tk)
∆t
dΩe =
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v−→q e(tk+β) · −→n dΓe =
∫︂∫︂
Ωe




[V e]T{ψe}T−→q e(tk+β) · −→n dΓe (2.47)









qe · −→n dΓe
)︄
= {V e}T{qe} (2.48)













Zgornje izraze združimo in upoštevamo [ke] =
∫︁∫︁
Ωe




[ψ]T [ψ]ρc dΩe. Ker
Ne∑︂
e=1
({V }T [Le]T [ke][Le]{Tk+β}) +
Ne∑︂
e=1






({V }T [Le]T{qe(tk+β)}) (2.50)














[Le]T{qe(tk+β)}) = 0 (2.51)
14
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Ob predpostavki, da ima obravnavani problem Nv prostostnih stopenj lahko zgornjo
















Ker so koeficienti Vi poljubni, lahko enačbi zadostimo samo tako, da je izraz v oklepaju
enak 0.
[K]{T (tk+β)}+ [C]
T (tk+1)− T (tk)
∆t
= {q(tk+β)} (2.54)
Tako dobimo končno enačbo problema, zapisano v matrični obliki. Matriko [K] ime-
nujemo globalna konduktivna matrika, matriko [C] globalna kapacitivnostna matrika
in vektor {q} globalni vektor desnih strani oz. globalni vektor ekvivalentnih vozlǐsčnih
vrednosti.
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2.3 Interpolacijske funkcije
2.3.1 Interpolacija geometrije in primarne spremenljivke
Končne elemente z vidika načina interpolacije geometrije in primarne spremenljivke po
območju KE ločimo na [6]:
– sub-parametrične KE,
– izo-parametrične KE in
– super-parametrične KE.
O izo-parametričnih KE govorimo, ko je število vozlǐsč, ki jih uporabimo za interpola-
cijo primarne spremenljivke enako številu vozlǐsč, preko katerih interpoliramo geome-
trijo. V primeru super-parametričnih KE uporabimo večje število vozlǐsč, s pomočjo
katerih interpoliramo geometrijo. Obratno velja za sub-parametrične.
Uporaba izoparametričnih KE ima tri prednosti [3]:
– omogočajo nam preveriti zveznost preko mej med KE,
– omogočajo uporabo Gaussove integracijske metode v več dimenzijah in
– omogočajo učinkovito modeliranje objektov z neravnimi mejami.
Interpolacijo geometrije v primeru izoparametričnega KE prikazujeta spodnja zapisa
[1].








Interpolacije geometrije se poslužujemo, ker lahko na ta način lepše popǐsemo obrav-
navano območje in zato dosežemo bolj natančno rešitev problema.
Koordinate vozlǐsč posameznega KE najprej definiramo v Kartezijevem koordinatnem
sistemu, da je opis geometrije problema bolj natančen, nato pa jih preslikamo v naravi
koordinatni sistem, da olaǰsamo izračun.








Kjer so funkcije ψej interpolacijske funkcije po KE e.
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2.3.2 Lastnosti interpolacijskih funkcij
Zahteve, ki jih morajo izpolnjevati interpolacijske funkcije ψ:
– interpolacijska funkcija je polinomska funkcija, ki ima vsaj toliko monomov kot
ima KE vozlǐsč,
– monomi, ki nastopajo v interpolacijski funkciji, morajo biti med seboj linearno
neodvisni,
– polinomska funkcija mora zagotavljati zvezni prehod polja primarne spremen-
ljivke preko ograje KE, v določenih primerih pa tudi zveznost odvodov in
– polinomska funkcija naj bi izkazovala kompletnost, oziroma v primeru, ko pogoju
kompletnosti ni mogoče zadostiti, vsaj geometrijsko izotropnost.
Za vsak KE moramo določiti toliko interpolacijskih funkcij ψ, kolikor ima ta vozlǐsč.
Za vse funkcije velja tudi, da izpolnjujejo spodnjo lastnost.
ψ(xi,yi) = δij =
{︄
1, j = i
0, j ̸= i
i,j = 1,...,Nv
Zaradi možnosti popisa konstantne vrednosti primarne spremenljivke po območju KE,
mora biti izpolnjen tudi spodnji pogoj.
Nv∑︂
j=1
ψj(x,y) = 1 (2.58)
2.3.2.1 Številčenje vozlǐsč
Način številčenja vozlǐsč bistveno vpliva na čas reševanja sistema enačb, saj lahko z
ustreznim načinom pas v globalni konduktivi matriki ustrezno zožimo. Čas reševanja
tako skraǰsamo.
2.3.3 Štirivozlǐsčni dvodimenzionalni končni elementi
V okviru te naloge bomo problem obravnavali s štirivozlǐsčnimi dvodimenzionalnimi
KE, zato lahko interpolacijske funkcije ψ(x,y) zapǐsemo z enačbo (2.59).
ψj(x,y) = C1j + C2jx+ C3jy + C4jxy; j = 1,2,3,4 (2.59)
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Zgornji izraz lahko zapǐsemo tudi v matrični obliki. Spodnja enačba ta zapis prikazuje.
⎡⎢⎢⎣
1 x1̃ y1̃ x1̃y1̃
1 x2̃ y2̃ x2̃y2̃
1 x3̃ y3̃ x3̃y3̃














2.3.3.1 Izoparametrični štirivozlǐsčni končni elementi
Slika 2.5 prikazuje izoparametrični KE. Na osnovi slike lahko izpeljemo funkcijski pred-
pis za interpolacijsko funkcijo.
Slika 2.5: Izoparametrični KE [1]
Za prvo oglǐsče tj. j = 1 lahko zapǐsemo spodaj prikazani sistem.⎡⎢⎢⎣
1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 1 1 1
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(1− x̃)(1− ỹ) (2.63)












(1− x̃)(1 + ỹ) (2.66)
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2.4 Prehod v naravni koordinatni sistem
Da lahko uporabimo izoparametrične KE, ki so definirani v naravnem koordinatnem
sistemu in izkoristimo vse njihove prednosti, moramo enačbo KE transformirati iz
Kartezijevega koordinatnega sistema v naravni koordinatni sistem. Za preslikavo, ki
nam to omogoča zahtevamo, da je injektivna in surjektivna.
Na spodnji sliki je prikazana opisana preslikava.
Slika 2.6: Preslikava iz Kartezijevega koordinatnega sistema v naravnega [1]
V procesu reševanja problema želimo problem obravnavati v naravnem koordinatnem
sistemu, zato je primerno, da tudi parcialne odvode interpolacijskih funkcij ψj̃ zapǐsemo













;xĩ = x̃, ỹ (2.67)






















, j = 1,..,Nv (2.68)


























= [J̃ ] (2.70)
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2.4.1 Transformacija v naravni koordinatni sistem
Slika 2.7 prikazuje povezave med naravnim in Kartezijevim koordinatnim sistemom.
Na osnovi te slike izpeljemo povezavo med predpisoma za popis diferencialnega delca
v obeh sistemih.
Slika 2.7: Transformacija v naravni koordinatni sistem [1]
Definiramo radij vektor −→r .
−→r = x−→ex + y−→ey (2.71)


































dx̃ dỹ = |J | dx̃ dỹ = |J | dΩ̃ (2.74)





Kjer je dΓ̃ enaka bodisi dx̃ bodisi dỹ, ker smo v naravnem koordinatnem sistemu.











































= [J̃ ][ψ̃,x̃] (2.78)
Sedaj lahko integrala [ke] in [ce] izvrednotimo v naravnem koordinatnem sistemu, kar












ρc[ψ̃]T [ψ̃]|J | dΩe (2.80)























2.4.2 Gaussova integracijska metoda
Gaussova integracijska metoda oz. kvadratura je numerična integracijska metoda, ki
nam omogoča nadomestiti integral funkcije f z uteženo vsoto vrednosti funkcije v
preddefiniranih diskretnih točkah [7].
Glavna odlika te metode je, da omogoči eksakten izračun integralov polinomov sto-
pnje 2M − 1 z uporabo M-tih integracijskih točk. Alternativa Gaussove kvadrature
je Newton-Cotes integracijska metoda, ki omogoča samo eksakten izračun polinomov
stopnje M + 1, z uporabo M-tih integracijskih točk.
Integral funkcije f(x̃) z uporabo Gaussove kvadrature in z Ng integracijskimi točkami
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Ob pogoju, da je število integracijskih točk enako številu vozlǐsč KE, tak pristop ime-
nujemo polna integracija [8].
Preglednica 2.1: Uteži in integracijske točke pri Gaussovi kvadraturi





















Integracijske točke so prikazane na sliki 2.8.
Slika 2.8: Gaussove integracijske točke [1]
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3 Metodologija raziskave
3.1 ABAQUS/Standard in Wolfram Mathematica
V okviru te naloge sta uporabljeni dve programski orodji, s pomočjo katerih rešimo
definirani problem. Ti orodji sta Wolfram Mathematica in ABAQUS.
Wolfram Mathematica je programska oprema podjetja Wolfram Research, Inc. Deluje
na osnovi programskega jezika Wolfram Language. Vsebuje več sistemov, ki omogočajo
tako numerično kot tudi analitično reševanje enačb in sistemov enačb [9].
ABAQUS je programsko orodje, ki omogoča analizo z metodo končnih elementov ter
CAE. Vsebuje pet programskih paketov. Eden izmed njih je ABAQUS/Standard, ki




Obravnavano območje (slika 1.1) je simetrično tako iz vidika geometrije in začetnih
pogojev kot tudi iz vidika obremenitev tj. robnih pogojev. Zato je smiselno celotno
območje preko simetrijske ravnine razdeliti na dve enaki podobmočji in obravnavati le
eno od njiju. Ker je temperaturno polje v vsakem trenutku simetrično preko omenjene
ravnine, toplotnega toka iz enega v drugo območje ni. Upoštevamo torej robni pogoj
qn = 0. Upoštevanje simetrije omogoči zmanǰsanje obravnavanega območja na polovico.
S tem ustrezno zmanǰsamo čas računanja. Spodnja slika 3.1 prikazuje opisani model.
Slika 3.1: Model
Obravnavano območje sedaj diskretiziramo, tako kot prikazuje slika 3.2. Problem ima
55 prostostnih stopenj, kar je enako številu vozlǐsč, saj je primarna spremenljivka skalar.
Mreža na zgornjem delu modela je bolj gosta od tiste spodaj, saj zgoraj pričakujemo
bolj intenzivno spreminjanje temperature.
Slika 3.2: Prostostne stopnje modela
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3.2.1 Predpisana primarna spremenljivka - stacionarna ana-
liza
V okviru vzpostavitve numeričnega modela je smiselno delovati postopoma. Najprej
smo z namenom preveritve pravilnosti generacije mreže za robni pogoj predpisali samo
primarno spremenljivko. Ta je definirana v vozlǐsčih 1, 2, 3 in 49, 50, 51, 52, 53, 54,
55. V ostalih robnih točkah je predpisan adiabatni robni pogoj qn = 0.
Ker gre za stacionarni problem, se enačba (2.50) poenostavi.
[K]{T} = {q} (3.1)
Slika 3.3: Predpisana primarna spremenljivka










([Be(x̃, ỹ)]T [De][Be(x̃, ỹ)]|J(x̃, ỹ)|Wi)Wj (3.2)
Ker je Ngỹ = Ngx̃ = 2, ima zgornja vsota 4 člene. Zaradi večje jasnosti jo zapǐsemo v




k1i˜ (x̃, ỹ) (3.3)
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3.2.1.1 Prikaz izračuna za KE z vozlǐsči 5, 6, 8, 9
Na tem mestu je prikazan izračun konduktivne matrike za KE z vozlǐsči 5, 6, 8, 9.
























Dobljena matrika je velikosti 4x4. To matriko razširimo na vse prostostne stopnje
problema. Ker ima obravnavani KE vozlǐsča 5, 6, 8 in 9, so le stolpci in vrstice s temi
oznakami neničelni. To matriko prǐstejemo globalni konduktivni matriki, ki je velikosti
55x55. Postopek razširitve na vse prostostne stopnje uporabimo tudi pri naslednjih
primerih.
Kot robni pogoj je v vseh robnih točkah območja predpisana primarna spremenljivka
oz. adiabatni robni pogoj, zato vektorja desnih strani {q} ne računamo. Zagotoviti je
potrebno le, da je ta pravilne oblike tj. vsebuje ustrezne neznanke.
Zapǐsemo še omenjeni vektor desnih strani in vektor neznank tj. temperatur. Opazimo,
da sta vektorja konjugirana. Vrstice, ki so v enem znane, so v drugem neznane in
obratno.
{q}T = {qr1, qr2, qr3,0,0, · · · ,0,0, ,qr49, qr50, qr51, qr52, qr53, qr54, qr55} (3.5)
{T}T = {1500, 1500, 1500, T4, T5, · · · , T47, T48, 20, 20, 20,20,20,20,20} (3.6)
Enačbo (3.1) sedaj rešimo in dobimo rezultat T (x,y).
3.2.2 Predpisana primarna spremenljivka - nestacionarna ana-
liza
V tem modelu za razliko od preǰsnjega upoštevamo tudi časovno odvisnost. Zato
enačbo, ki opisuje obnašanje modela zapǐsemo s spodnjim izrazom.
[K]{T (tk+1)}+ [C]
{T (tk+1)} − {T (tk)}
∆t
= {q(tk+1)} (3.7)
Matrika [K] in vektor {q} sta enaka kot v preǰsnjem primeru, razliko predstavlja le
člen s kapacitivnostno matriko. Za razliko od preǰsnjega primera moramo tu definirati
tudi časovni korak ∆t = 10 s. Omeniti velja tudi, da smo za koeficient β izbrali β = 1.
Uporabljamo torej implicitno metodo.
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ρc[ψ̃]T [ψ̃]|J | dΩ̃ (3.8)






ρc[ψ̃(x̃, ỹ)]T [ψ̃(x̃, ỹ)]|J(x̃, ỹ)|WiWj (3.9)




c1i˜ (x̃, ỹ) (3.10)
3.2.2.1 Prikaz izračuna za KE z vozlǐsči 5, 6, 8, 9
Matriko [K] izračunamo po enačbi (3.4), vektor {q} je enak tistemu, ki je označen kot
(3.5), prav tako je vektor {T (tk+1)} enak vektorju, ki je zapisan z enačbo (3.6), vektor
{T (tk)} pa je enak temperaturi v preǰsnjem časovnem koraku.
Kapacitivnostno matriko bomo izračunali z integracijo v dveh različnih sklopih točk
- v Gaussovih integracijskih točkah in vozlǐsčnih točkah. Rezultate bomo primerjali
s tistimi, ki jih dobimo v ABAQUS-u. Vozlǐsčne točke so jasno vidne na sliki 2.5,
Gaussove pa na sliki 2.8.
























Integracijo v vozlǐsčnih točkah pa na osnovi enačbe (3.12).
[c5,6,8,9] ≈ c1̃(1,1) + c1̃(−1,1) + c1̃(1,− 1) + c1̃(−1,− 1) (3.12)
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3.2.3 Predpisana sekundarna spremenljivka - konvektivni robni
pogoj
V tem delu bomo postavili model za konvekcijo. Postopamo podobno kot v preǰsnjem
primeru. Tudi v tem primeru predpǐsemo znano temperaturo v vozlǐsčih 1, 2, 3 in 49,
50, 51, 52, 53, 54, 55, hkrati pa upoštevamo tudi konvekcijo na eni strani oz. adiabatni
robni pogoj na drugi strani. Spodnja slika 3.4 prikazuje skico modela. Iz nje so razvidni
tudi robni pogoji.
Slika 3.4: Robni pogoj nad sekundarno spremenljivko - konvekcija
Enačba problema je zapisana z enačbo (3.13).
[K]{T} = {q} (3.13)
Enačba 2.20 definira toplotni tok zaradi obtekanja fluida s temperaturo Tf . Upoštevamo





[ψ̃(x̃, ỹ)]Thf (T (x̃, ỹ)− Tf )j dΓ̃ (3.14)




. Analogno je dΓ̃ enaka dx̃ ali dỹ.
Temperaturo na robu KE od katere je odvisen konvektivni toplotni tok, lahko apro-
ksimiramo na več načinov. Najbolj očitna sta funkcijska aproksimacija temperature in
upoštevanje povprečnih vozlǐsčnih vrednosti.
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3.2.3.1 Prikaz izračuna za KE z vozlǐsči 5, 6, 8, 9 - povprečna vozlǐsčna
vrednost
Enačba za konduktivno matriko posameznega KE je enaka kot v preǰsnjem primeru.
Tudi v tem primeru postopamo enako kot prej. Konduktivno matriko, ki pripada
vsakemu KE, razširimo na vse prostostne stopnje in jo prǐstejemo globalni konduktivni














Kjer je T enaka povprečni temperaturi vozlǐsč, ki so v stiku s fluidom.







q4i˜ (x̃, ỹ) (3.16)





































Tako dobimo globalna vektorja desnih strani in temperatur. Omeniti velja, da so
elementi qr1, qr2, qr3, qr49 itd. neznani, medtem ko so q4, q5 itd. znani.
{q}T = {qr1, qr2, qr3,q4,q5, · · · ,q47,q48, · · · ,qr49, qr50, qr51, qr52, qr53, qr54, qr55} (3.19)
{T}T = {1500, 1500, 1500, T4, T5, · · · , T47, T48, 20, 20, 20,20,20,20,20} (3.20)
Enačbo (3.13) sedaj rešimo in dobimo rezultat T (x,y).
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3.2.3.2 Prikaz izračuna za KE z vozlǐsči 5, 6, 8, 9 - funkcijska aproksimacija


































































































Vektor {T} je enak kot v primeru povprečne vozlǐsčne vrednosti. Enačbo (3.13) sedaj
rešimo.
3.2.4 Predpisana sekundarna spremenljivka - sevalni robni po-
goj
Na tem mestu je predstavljen model, ki opisuje izmenjavo toplote s sevanjem. Slika 3.5
ga prikazuje. Model ima dve posebnosti: vse temperature morajo biti izražene v Kel-
vinih in zaradi postopka linearizacije hsev, rešitev ustrezne kvalitete vrne le iteracijsko
reševanje.
Enačba problema je zapisana z enačbo (3.29).
[K]{T} = {q} (3.29)
Stefanov zakon zapisan z enačbo (2.21) lineariziramo. Težavo predstavlja člen hsev, ki
je neznan ali drugače: je odvisen od temperature T , ki jo določamo. Iz tega razloga je
potrebno iteracijsko reševanje. Model iteracijskega reševanja je naslednji:
– Začnemo z začetnim približkom {T0} = {T̃}, kjer je T0 temperatura s katero
začnemo izračun, {T̃} pa začetni približek.
– Za vsak naslednji korak velja: {Ti+1} = f({Ti}).
– Pogoj ob katerem končamo rekurzijo je T i+1−Ti
Ti
≤ ε, kjer je ε enak zahtevani
natančnosti. Za ε v našem primeru izberemo ε = 0.001.
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Slika 3.5: Robni pogoj nad sekundarno spremenljivko - sevanje
Spodnji zapis prikazuje linearizacijo Stefanovega zakona.
σε(T 4r − T 4) = σε(T 2r + T 2)(Tr + T )(Tr − T ) = hsev(Tr − T ) (3.30)
Tako dobimo predpis, ki je analogen tistemu, ki opisuje konvekcijo. Za razliko od
analize dogajanja pri konvektivnem robnem pogoju tu uporabimo le funkcijsko apro-
ksimacijo temperature.










T [ψ̃]j dΓ̃ (3.31)




































q6i˜ (x̃, ỹ) (3.36)






































{T}T = {1500, 1500, 1500, T4, T5, · · · , T47, T48, 20, 20, 20,20,20,20,20} (3.39)
Enačbo sedaj razrešimo in dobimo rezultat.
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) + k7̃(−1,−1) + k7̃(−1, 1) (3.40)
{q5,6,8,9} ≈ q6̃(−1, 1) + q6̃(−1,−1) (3.41)
3.2.5 Celotni model
Enačba, ki popisuje obnašanje celotnega modela je zapisana spodaj.
[K]{T (tk+1)}+ [C]
{T (tk+1)} − {T (tk)}
∆t
= {q(tk+1)} (3.42)
Zgoraj predstavljene modele združimo v celoto. Upoštevamo:
– konvekcijo,
– sevanje,
– na desnem robu adiabatni robni pogoj,
– na spodnjem robu robni pogoj nad primarno spremenljivko in
– časovno odvisnost rešitve (∆t = 10s).
Slika 3.7 prikazuje postavljeni model.
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Slika 3.6: Celotni model






























Kapacitivnostno matriko izračunamo na enak način kot v poglavju 3.2.2.













Kjer je T enaka povprečni temperaturi vozlǐsč, ki so v stiku s fluidom.






























q9i˜ (x̃, ỹ) (3.48)













































{T}T = {T1, T2, T3, T4, T5, · · · , T47, T48, 20, 20, 20,20,20,20,20} (3.51)
Enačbo (3.42) sedaj razrešimo in dobimo rezultat.
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4 Rezultati
V tem poglavju so prikazani rezultati analize.
4.1 Predpisana primarna spremenljivka
4.1.1 Stacionarni problem
Preglednica 4.1 prikazuje primerjavo med temperaturami v vozlǐsčih 6, 12, 21, 30 in
33, izračunanimi v ABAQUS-u in Wolfram Mathematici.
Preglednica 4.1: Rezultati stacionarne analize - vozlǐsča 6, 12, 21, 30 in 33 - integracija
konduktivne matrike v Gaussovih integracijskih točkah
vozlǐsče 6 12 21 30 33
TABAQUS[
◦C] 1358,9 1074,8 653,7 191,1 20,3
TWM [
◦C] 1353,9 1074,8 653,7 191,1 20,3
4.1.2 Nestacionarni problem - vozlǐsčne integracijske točke
Slike od 4.1 do 4.4 prikazujejo odvisnost temperature od časa v izbranih vozlǐsčih (6,
12, 21 in 30). Za integracijska točke v katerih se izračunajo vrednosti kapacitivnostne








































Slika 4.1: Odvisnost T (t) ob predpisani primarni spremenljivki - integracija
































Slika 4.2: Odvisnost T (t) ob predpisani primarni spremenljivki - integracija


















































Slika 4.3: Odvisnost T (t) ob predpisani primarni spremenljivki - integracija












































Slika 4.4: Odvisnost T (t) ob predpisani primarni spremenljivki - integracija
kapacitivnostne matrike v vozlǐsčnih integracijskih točkah - rezultat v vozlǐsču 30
4.1.3 Nestacionarni problem - Gaussove integracijske točke
Slike 4.5 do 4.8 prikazujejo odvisnost temperature od časa, v izbranih vozlǐsčih (6,
12, 21 in 30). Za integracijska točke v katerih se izračunajo vrednosti kapacitivnostne





































Slika 4.5: Odvisnost T (t) ob predpisani primarni spremenljivki - integracija






























Slika 4.6: Odvisnost T (t) ob predpisani primarni spremenljivki - integracija

















































Slika 4.7: Odvisnost T (t) ob predpisani primarni spremenljivki - integracija









































Slika 4.8: Odvisnost T (t) ob predpisani primarni spremenljivki - integracija
kapacitivnostne matrike v Gaussovih integracijskih točkah - rezultat v vozlǐsču 30
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4.2 Predpisana sekundarna spremenljivka
4.2.1 Konvektivni robni pogoj - funkcijska aproksimacija
Preglednica 4.2 prikazuje rezultate analize, pri kateri smo temperaturo na robu KE
aproskimirali funkcijsko.
Preglednica 4.2: Rezultati za predpisani konvektivni robni pogoj - funkcijska aproksi-
macija temperature
vozlǐsče 6 12 21 30 33
TABAQUS[
◦C] 1274,4 923,3 509,5 144,2 20,2
TWM [
◦C] 1274,0 922,8 508,7 143,5 20,1
4.2.2 Konvektivni robni pogoj - povprečne vozlǐsčne vrednosti
Preglednica 4.3 prikazuje rezultate ob aproksimaciji temperature z načinom povprečnih
vozlǐsčnih vrednosti.
Preglednica 4.3: Rezultati za predpisani konvektivni robni pogoj - povprečna vozlǐsčna
temperatura
vozlǐsče 6 12 21 30 33
TABAQUS[
◦C] 1274,4 923,3 509,5 144,2 20,2
TWM [
◦C] 1274,0 923,0 509,5 145,3 20,1
4.2.3 Sevalni robni pogoj - vozlǐsčne integracijske točke
Preglednica 4.4: Rezultati za predpisani sevalni robni pogoj - vozlǐsčne integracijske
točke
vozlǐsče 6 12 21 30 33
TABAQUS[
◦C] 1118,9 780,9 441,9 132,1 20,2
TWM [
◦C] 1119,5 783,2 444,9 132,2 20,2
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4.2.4 Sevalni robni pogoj - Gaussove integracijske točke
Preglednica 4.5: Rezultati za predpisani sevalni robni pogoj - Gaussove integracijske
točke
vozlǐsče 6 12 21 30 33
TABAQUS[
◦C] 1118,9 780,9 441,9 132,1 20,2
TWM [
◦C] 1102,7 775,3 440,2 131,3 20,2
4.3 Celotni model
Slike 4.10 do 4.13 prikazujejo časovno odvisnost temperature za celotni obravnavani






















































































































































Slika 4.12: Celotni model - časovna odvisnost temperature v vozlǐsču 30
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5 Diskusija
To poglavje vsebuje diskusijo rezultatov, ki so prikazani v četrtem poglavju.
5.1 Predpisana primarna spremenljivka
5.1.1 Stacionarni problem
Preglednica 4.1 prikazuje rezultate primerjave med ABAQUS-om in Wolfram Mathe-
matico. Opazimo popolno ujemanje rezultatov.
Ker smo v tem delu preverjali pravilnost generiranja mreže KE, lahko na osnovi rezul-
tatov trdimo, da je mreža v problemu pravilno zasnovana. Hkrati smo pokazali tudi,
da je ABAQUS-ov DC2D4 [8] linearni štirivozlǐsčni KE za prenos toplote enak tistemu,
ki je bil uporabljen v našem modelu.
Rezultati kažejo tudi, da ABAQUS konduktivno matriko integrira v Gaussovih inte-
gracijskih točkah.
5.1.2 Nestacionarni problem
Ob analizi rezultatov, ki jih prikazujejo slike od 4.1 do 4.8 lahko ugotovimo naslednje:
če kot integracijske točke za kapacitivnostno matriko izberemo vozlǐsčne točke, rezul-
tati sovpadajo z ABAQUS-om. V primeru, da to matriko integriramo v Gaussovih
integracijskih točkah pride do občutnih razlik med rezultati.
Integracija v vozlǐsčnih točkah povzroči diagonalizacijo kapacitivnostne matrike. Di-
agonalizacija matrike se izvede tudi v primeru eksplicitne metode. V tem primeru
je vzrok za diagonalizacijo ognitev reševanja sistema enačb. V našem primeru pa z
diagonalizacijo v določenih primerih dobimo bolǰso rešitev. [2].
ABAQUS kapacitivnostno matriko integrira v vozlǐsčnih točkah v primeru linearnih
KE. V Gaussovih integarcijskih točkah, pa jo integrira v primeru nelinearnih KE tj.
KE 2. reda [8].




Če latentna toplota nima vpliva na rezultat, ABAQUS uporabi KE 2. reda in jih
integrira v Gaussovih točkah.
Iz tega vidika izbrani linearni elementi verjetno niso optimalni za analizo podanega
problema. Glede na to, da je temperatura do katere se segreje zgornji del modela
enaka 1500 ◦C in ima jeklo temperaturo talǐsča od okoli 1370 ◦C do 1540 ◦C [10] ter
obravnavamo 3D tiskanje kovin, bi bilo smiselno upoštevati latentno toploto in ostati
pri uporabi linearnih KE ali pa latentne toplote ne upoštevati in uporabiti KE 2. reda.
Seveda bi še bolj kvaliteten rezultat vrnila uporaba Crank-Nicolsonove metode in
upoštevanje temperaturne odvisnosti snovnih lastnosti.
Glavno dejstvo, ki potrjuje, da je rešitev dobljena z integracijo v Gaussovih integracij-
skih točkah slabše kvalitete od alternativne, je vidno na slikah 4.5 in 4.7. V prvih nekaj
desetih sekundah opazimo temperaturni prenihaj, ki je termodinamično nesmiseln, saj
pomeni, da je toplota spontano tekla iz področja z nižjo temperaturo na področje z
vǐsjo. To bi bilo v nasprotju z drugim glavnim zakonom termodinamike.
ABAQUS v svojih izračunih za reševanje nestacionarnih problemov uporablja implici-
tno metodo [8]. Tudi v modelu v Wolfram Mathematici je uporabljena ista metoda.
Ker je omenjena metoda brezpogojno stabilna, velikost časovnega koraka navzgor ni
omejena. Velikost koraka je omejena navzdol, vendar ne z delovanjem same metode,
pač pa z numerično napako, saj se ob premajhnih korakih prispevek numeričnih napak
akumulira in lahko zelo naraste [2].
5.2 Predpisana sekundarna spremenljivka
5.2.1 Konvektivni robni pogoj
Preglednici 4.2 in 4.3 prikazujeta primerjavo med temperaturami, ki smo jih dobili v
ABAQUS-u in Mathematici, če je kot robni pogoj upoštevana konvekcija. Temperaturo
aproskimiramo bodisi funkcijsko bodisi kot povprečno vozlǐsčno vrednost.
V obeh primerih opazimo majhno odstopanje med modeloma v Wolfram Mathematici
in ABAQUS-u. Do razlike med modeloma pride, ker funkcijska aproksimacija kot
temperaturo upošteva temperaturo v Gaussovih integracijskih točkah. Hkrati pa tudi
integral izvrednoti v teh točkah. Model, ki upošteva povprečno vozlǐsčno vrednost
upošteva temperaturo v vozlǐsčnih točkah, integracijo pa izvede v Gaussovih točkah.
Model, ki se bolj približa ABAQUS-u je tisti, ki upošteva povprečno vozlǐsčno vrednost.
Ta je tudi uporabljen v končnem modelu.
5.2.2 Sevalni robni pogoj
Preglednici 4.4 in 4.5 prikazujeta dobljene temperature v primeru, ko je kot robni pogoj




Opazimo, da uporaba Gaussovih točk povzroči nezanemarljivo odstopanje, ki lahko
doseže tudi 16 ◦C. Smiselno je, da je največje odstopanje prisotno na mestu z najvǐsjo
temperaturo, saj je sevalni toplotni tok funkcija razlike četrtih potenc temperature
roba in okolǐskih površin.
Če toplotni tok integriramo v vozlǐsčih so odstopanja znatno manǰsa. Rešitev je bolǰsa,
saj je najvǐsje odstopanje od rezultatov v ABAQUS-u enako 3 ◦C.
Trdimo lahko, da ABAQUS integracijo za sevalni toplotni tok vrši v vozlǐsčnih točkah
in ne v Gaussovih integracijskih točkah.
5.3 Celotni model
Slike od 4.10 do 4.13 prikazujejo časovno odvisnost temperature v izbranih točkah.
Glede na to, da je celotni model sestavljen iz delnih modelov, ki so predstavljeni zgo-




1. V Wolfram Mathematici smo zasnovali model za popis 2D nestacionarnega pre-
nosa toplote, z upoštevanjem robnih pogojev nad primarno (temperatura) in
sekundarno spremenljivko (adiabatni robni pogoj, konvektivni robni pogoj in se-
valni robni pogoj).
2. Dobljene rezultate smo primerjali s tistimi, ki jih ob enakih obremenitvah vrne
ABAQUS.
3. Pokazali smo, da ABAQUS kapacitivnostno matriko integrira v vozlǐsčnih točkah
in za obravnavo konvekcije uporablja povprečno vozlǐsčno vrednost temperatur.
Za upoštevanje sevanja uporablja funkcijsko aproksimacijo z integracijo v vo-
zlǐsčnih točkah.
Delo prikazuje, kako programsko okolje ABAQUS rešuje problem 2D nestacionarnega
prenosa toplote in kakšne numerične metode ter posebnosti uporablja za preračun teh
modelov.
Predlogi za nadaljnje delo
V nadaljevanju bi bilo smiselno upoštevati funkcijsko odvisnost snovnih lastnosti od
temperature in uporabiti Crank-Nicolsonovo časovno shemo. V okviru modeliranja 3D
tiskanja kovin bi bila smiselna tudi optimizacija mreženja oz. spreminjanje mreže, s
katero bi zmanǰsali čase računanja.
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